Phương pháp tính – GS Tạ Văn Đỉnh


CHƯƠNG V. TÍNH GẦN ĐÚNG ĐẠO HÀM VÀ TÍCH PHÂN XÁC ĐỊNH
§5.1. TÍNH GẦN ĐÚNG ĐẠO HÀM
1.
Áp dụng đa thức nội suy

Để tính gần đúng đạo hàm của hàm số f(x) tại x tức là f’(x) ta có thể thay hàm số f(x) bằng đa thức nội suy p(x) rồi tính đạo hàm của hàm số nội suy: p’(x), lấy p’(x) làm giá trị gần đúng của f’(x).

Thí dụ. Xét hàm số cho bởi bảng 4.4 ở mục 4 §4.1. Ta đã tìm ra đa thức nội suy của nó là:
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Cách tính này chỉ có ý nghĩa khi các 
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 nhỏ vì nếu không thì sai số có thể rất lớn.

2.
Áp dụng công thức Taylo

Theo công thức Taylo (xem công thức 2.30), ta có:
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Khi |h| bé thì số hạng cuối ở vế phải rất bé, ta có thể bỏ qua và có:


[image: image5.wmf](

)

(

)

(

)

fxhfxhf'x

+-»













(5.1)

Vậy có:
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  (5.2)


Thí dụ. Xét hàm số sinx cho bởi bảng 4.5 mục 10 4 §4.1. Áp dụng công thức (5.2) ta có tại x = 0,2
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Như đã biết, (sinx)’ = cosx. Cho nên 
[image: image8.wmf](

)

(

)

'

x0,2

x0,2

sinxcosxcos0,20,98007.

=

=

===


§5.2. TÍNH GẦN ĐÚNG TÍCH PHÂN XÁC ĐỊNH

1.
Mở đầu

Xét tích phân xác định:
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Nếu f(x) liên tục trên [a, b] và có nguyên hàm là F(x) thì công thức Niutơn – Lépnit cho:
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Nhưng nếu không tìm được nguyên hàm của f(x) ở dạng sơ cấp hoặc nguyên hàm quá phức tạp thì tích phân I phải tính gần đúng. Sau đây ta sẽ trình bày hai công thức tính gần đúng tích phân I dựa trên tư tưởng thay hàm f(x) bằng một đa thức nội suy.

2.
Công thức hình thang

Ta chia [a, b] thành n đoạn con bằng nhau bởi các điểm chia 
[image: image11.wmf]i
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Đặt 
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Ta có: 
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(5.3)

Để tính mỗi tích phân ở vế phải ta thay hàm f(x) bằng một đa thức nội suy bậc nhất 
[image: image15.wmf](
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, (xem công thức 4.14). Với tích phân thứ nhất ta có:
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Đổi biến 
[image: image17.wmf]0
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thì dx = hdt, ứng với 
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 là t = 0, ứng với 
[image: image19.wmf]1

x

 là t = 1, nên có:
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Vậy có:
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Về mặt hình học điều đó có nghĩa là: thay diện tích hình cong 
[image: image22.wmf]0011

xMMx

bởi diện tích hình thang thường 
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 (hình 5-1)
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Hình 5-1

Đối với tích phân thứ i + 1 ta có:
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Vậy công thức (5.3) cho:
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nghĩa là:
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(5.4)

Công thức này gọi là công thức hình thang.

3.
Đánh giá sai số

Người ta chứng minh được
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(5.5)
4.
Thí dụ

Hãy tính gần đúng:
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(5.6)

Giải. Ta đã biết giá trị đúng của tích phân này là 
[image: image30.wmf]4

p

. Do đó nếu biết số 
[image: image31.wmf]p

 thì có:

I = 0,78539816...

Bây giờ ta tính gần đúng I bằng công thức hình thang rồi so sánh kết quả.

Chia đoạn [0, 1] thành n = 10 đoạn con bằng nhau, h = 0,1; ta tính ra bảng 5.1

	
	
	                                       Bảng 5.1
	

	
	x
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	0,0
	1,0000000 = y0
	

	
	0,1
	0,9900990 = y1
	

	
	0,2
	0,9615385 = y2
	

	
	0,3
	0,9174312 = y3
	

	
	0,4
	0,8620690 = y4
	

	
	0,5
	0,8000000 = y5
	

	
	0,6
	0,7352941 = y6
	

	
	0,7
	0,6711409 = y7
	

	
	0,8
	0,6097561 = y8
	

	
	0,9
	0,5524862 = y9
	

	
	1,0
	0,5000000 = y10
	



Áp dụng công thức tính hình thang (5.4) ta được:

[image: image33.wmf]I0,7849815

»

 với sai số tương đối 0,054%.
5.
Sơ đồ tóm tắt công thức hình thang

Phương án 1. Cho trước số khoảng chia n

1)
Xét tích phân 
[image: image34.wmf](
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2)
Ấn định số khoảng chia n;


3)
Chia [a, b] thành n phần bằng nhau:



Tính:
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4)
Tính:
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5)
Kết quả:
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với sai số tính bởi (5.5).


Phương án 2. Cho trước sai số

1)
Xét tích phân 
[image: image38.wmf](
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2)
Ấn định sai số cho phép 
[image: image39.wmf]e

;

3)
Dùng công thức (5.5) để xác định khoảng chia n sao cho sai số bé thua sai số cho phép;

4)
Tính như 3) của phương án 1;


5)
Tính 
[image: image40.wmf]T
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 như 4) ở phương án 1;


6)
Kết quả:
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với sai số 
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6.
Công thức Simxơn (Simpson)

Ta chia [a, b] thành 2n đoạn con bằng nhau bởi các điểm chia 
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Giả sử 
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(5.7)

Để tính mỗi tích phân ở vế phải ta thay f(x) bằng đa thức nội suy bậc hai 
[image: image48.wmf](
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Đổi biến 
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thì dx = hdt, ứng 
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 là t = 0, ứng với 
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 là t = 2. Do đó:
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Vậy có:
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Đối với các tích phân sau ta cũng có một cách tương tự:
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Thay vào công thức (5.7) ta được:
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Vậy có:
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(5.8)

Công thức này gọi là công thức Simxơn.

7.
Đánh giá sai số

Người ta chứng minh được:
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(5.9)
8.
Thí dụ

Xét tích phân (5.6) ở mục 4. Với bảng 5.1 đã tính, ở đó ta có thể áp dụng công thức Simxơn vì n = 10. Ta được:

[image: image59.wmf]I0,78539815

;

 với sai số tương đối 0,000002%


Đối chiếu với kết quả cho bởi công thức hình thang ta thấy kết quả này chính xác hơn nhiều.

9.
Sơ đồ tóm tắt công thức Simxơn

Phương án 1. Cho trước số khoảng chia 2n


1)
Xét tích phân 
[image: image60.wmf](
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2)
Ấn định số khoảng chia 2n;


3)
Chia [a, b] thành 2n phần bằng nhau:



Tính:
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4)
Tính:
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5)
Kết quả:
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với sai số tính bởi (5.9).


Phương án 2. Cho trước sai số

1)
Xét tích phân 
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)

b

a

Ifxdx;

=

ò



2)
Ấn định sai số cho phép 
[image: image65.wmf]e

;


3)
Dùng công thức (5.9) để xác định khoảng chia 2n sao cho sai số bé thua sai số cho phép;


4)
Tính như 3) của phương án 1;


5)
Tính 
[image: image66.wmf]S
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 như 4) ở phương án 1;


6)
Kết quả:
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với sai số 

[image: image68.wmf]S

II

-<e

.

BÀI TẬP
1.
Cho hàm số y = logx với số các giá trị x = 50; 55; 60; 65 tuần tự là 1,6990; 1,7404; 1,7782; 1,8129. Hãy tính đạo hàm của y tại x = 50 và so sánh kết quả tính trực tiếp.
2.
Cho tích phân:
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Hãy chia đoạn [0, 1] thành n = 10 đoạn con bằng nhau rồi tính gần đúng I và cho đánh giá sai số bằng:


a)
Công thức hình thang.

b)
Công thức Simxơn.

3.
Cho tích phân:
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a)
Hỏi phải chia đoạn [0, 1] thành mấy (n = ?) đoạn con bằng nhau để tính I bằng công thức hình thang bảo đảm được sai số (tuyệt đối) < 
[image: image71.wmf]4
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b)
Với n ấy khi tính theo công thức Simxơn thì sai số là bao nhiêu ?

c)
Hãy tính I với n đã chọn ở trên bằng công thức hình thang và công thức Simxơn đến 6 chữ số lẻ thập phân.

Trả lời
1.
Dùng nội suy: y’(50) = 0,0087;

Tính trực tiếp: 
[image: image72.wmf](
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3.
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Với n = 10 thì sai số 
[image: image75.wmf]7

1,2.10
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;


Theo công thức hình thang: 
I = 0,9458;


Theo công thức Simxơn: 

I = 0,946082.
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